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Definicja. Dany jest uktad dynamiczny (X, F, s, T'). Zbiér mierzalny A nazywamy
niezmienniczym jesli u(T—1(A) \ A) = 0. (Wtedy z zachowania miary réwniez
w(A\T71(A)) =0, czyli A =T"1(A) z dokladnoscia do miary.)

Funkcje (rzeczywista mierzalng) f na X nazywamy niezmiennicza (podniezmien-
nicza) jesli foT = f (foT < f) p-prawie wszedzie.

Definicja. Uklad dynamiczny (X, F,u,T), nazywamy ergodycznym jesli kazdy
zbiér niezmienniczy ma albo miare zero, albo jego dopelienie ma miare zero.

Fakt. Uklad jest ergodyczny wtedy i tylko wtedy gdy kazda funkcja (pod)niezmiennicza
jest stata prawie wszedzie.

Dowdd. (<) Funkcja charakterystyczna zbioru niezmienniczego A jest niezmien-
nicza, wiec musi by¢ stala, czyli albo 0 prawie wszedzie albo 1 prawie wszedzie.
Czyli zbiér A ma miare zero albo jego dopehienie ma miare zero.

(=) Niech f bedzie podniezmiennicza. Dla dowolnego rzeczywistego r zbidr A, =
{z : f(x) > r} jest niezmienniczy, bo gdy z € T~'(A,) (minus zbiér miary zero
gdzie nie zachodzi podniezmienniczo$¢ funkeji), to f(x) > f(Tx) > r, czylix € A,.
Zatem dla kazdego r zbiér A, lub jego dopemienie ma miarg 0. Funkcja r — p(A,)
jest nierosngca. Zatem musi mie¢ w pewnym (jedynym) ro skok z wartodei p(X)
(to moze by¢ nieskoriczonosé) do zera. Latwo widaé, ze f = ro prawie wszedzie. 0O

Twierdzenie ergodyczne Birkhoffa. Niech (X, F,u,T) bedzie ukladem ergody-
cznym z miarg skoriczong (dla uproszczenia - probabilistyczng). Niech f bedzie
mierzalna nieujemna i ograniczona. Niech A, (z) = + an—ol f(Tx) (to sie nazywa

srednia Cesaro). Wtedy, p-prawie wszedzie zachodzi zbieznosé
lim A4, (z) = /fdu.
n

Dowdd. Niech M oznacza ograniczenie na f. Niech F oznacza [ fdu. Poniewaz
|Ap(z)— A, (Tz)| < 22 zatem funkcje lim inf,, A,, i limsup,, 4,, sa niezmiennicze, a
wiec z ergodycznosci — stale prawie wszedzie. Nazwijmy te stale ¢ i C', odpowiednio.
Pokazemy najpierw, ze c = F.

Oczywiscie [ A, dp = F. Z Lematu Fatou,

/limiannd,uS liminf/And,u:F.

Zatem ¢ < F. Zalézmy, ze jest ostra nier6wnosé¢ i oznaczmy réznice przez d.
W prawie kazdym punkcie x intnieje n > 1 takie, ze A,(x) < ¢+ %. Niech n,
oznacza najmniejsze takie n dla x. Oznaczmy B, = {z : n, = n}. Wtedy X
jest (z dokladnoscia do miary) suma rozlaczng zbioréw B,,. Ze skoniczonosci miary



wynika, ze istnieje ng takie, ze miara sumy B, po n > ng jest mniejsza od f‘zlw-

Oznaczmy te sume przez By (nie ma kolizji oznaczen, bo pozostale zbiory B,, maja
indeks n > 1).

Niech N bedzie tak duze, ze 52 < ;5. Napis [0, N — 1] bedzie skrétem od
{0,1,..., N — 1}. Rozwazmy przestrzen X x [0, N — 1] z miarg produktowag p X A,
gdzie A jest unormowang miarg liczaca, to znaczy A\(V') = %V—V

Taraz bedzie troche trudniej. Dla kazdego x zbidr [0, N — 1] dzielimy na specjalne
odcinki, w nastepujacy sposéb: Jedli € B,,, (ny > 1), to pierwszy odcinek I; jest
[ko, k1 — 1] = [0,n1 — 1]. Jesli « € By, to Iy = [0] (czyli k1 = ko + 1). Dalej, jesli
Tz € B, (ny > 1), to drugi odcinek jest Iy = [ky, k2 — 1] = [k1,k1 +n2 — 1], a
jedli T*1x € By, to Iy = [k1] (czyli ko = k1 + 1). I tak dalej, dopdki prawy koniec
odcinka siedzi w [0, N — 1]. Gdy prawy koniec odcinka wychodzi poza ten zbidr, to
ostatni przedzial definiujemy do N — 1. Uzyskujemy podzial na skonczenie wiele
przedziatéw I; = [k;, ki1 — 1] o dlugosciach 1 < n; < ng (i zmienia sie od 0 do
numeru ostatniego przedziatu).

Teraz obliczmy $rednia Ay (z) jako $rednia wazona po odcinkach I; :

(*) Av(@) = § D_nidn, (TH2).

Kazda $rednia A,,, (T ) jest mniejsza niz c+ %7 chyba ze n; = 1 (wtedy T%x € By
i ta $rednia moze by¢ dowolna, jednak zawsze ograniczona przez M). 1 jeszcze nie
kontrolujemy $redniej po ostatnim odcinku (bo on byl sztucznie skrécony), ale ona
tez nie przekracza M.

Jak juz méwilismy, ostatni odcinek ma dlugo$é nie wieksza niz ng, natomiast ilosé
odcinkéw dtugosci 1 nie przekracza miary liczacej zbioru

E,={ne€l0,N—1]:T"z € By}.

Zatem dzielac sume we wzorze (*) na dwie czesci (jedna po ,,dobrych” odcinkach
I;s, druga - po odcinkach dlugosci 1 i po ostatnim odcinku, indeksowanych przez
") otrzymujemy:

An(z) < %Zni/(c—k%)—i-%ZnWMS (C‘F%)-F()\(Ex)—&-%)M.

il

Teraz scalkujmy to po p (zalozyliSmy, ze miara jest probabilistyczna, wigc catka ze
stalej jest réwna tej stalej):

(**) /Awdué<c+%>+M(uxA)(E)+M%,

gdzie E to zbiér {(x,n) : T"x € By} (tak, ze E, sa faktycznie cigciami tego zbioru)
i miara produktowa wyszla nam tu z Twierdzenia Fubiniego dla zbioréw. Ostatni
czton we wzorze (**) jest nie wigkszy niz %, tak dobraliSmy N. Pozostalo obliczy¢
miare produktowa zbioru E zamieniajac calki iterowane. Wtedy wychodzi

1 N-1

(1 x N(B) = (T~ (Bo)).

n=0



Z niezmienniczo$ci miary p, ostatnie wyrazenie nie zalezy od n i réwna sie u(By),

P . .. d i 3 . . s
mniej niz ;7. Zatem réwniez (u x A\)(E) < g57. Jak sig to wstawi do nieréwnodci
(**), to przyjmie ona postaé¢

/ANdug(c+g)+%+§:c+§d<F.

A to jest sprzeczosé, bo catka z Ay jest réwna F.

Udowodnilismy, ze ¢ = F'. Aby udowodnié, ze C = F wezmy funkjce M — f. Wtedy
c dla tej funkcji rowna sie M — C, gdzie C jest dla f. Czyli z poprzedniej czesci
wiemy juz, ze M — C jest réwne calce z M — f, ale to jest M — F. To daje, ze
C=F.

Ostatecznie pokazalidémy, ze prawie wszedzie granica dolna ¢ srednich Cesaro jest
réwna granicy gornej C' (i przy okazji réwna calce F'), zatem granica istnieje prawie
wszedzie i réwna si¢ [ fdp. O
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